Lycée Louis Pergaud - Besangon

Chapitre 1 : Pack de démarrage
Feuille d’exercices

ECG 1ERE ANNEE — MATHEMATIQUES 2024-2025

Exercice 1 (Révision de fonctions usuelles)
Déterminez les ensembles de définition des fonctions suivantes :

. frx— V2 +3 6. f: x> In(z?) 1 f'x|_>\/2$+ -3
2. frax— /|| T SR 1 o Vh—z—1
frres —
3. fram eV Inz 12. f: 2+ y/cos(x)
n f:x'—>iz 8 frx— Val+ao—2 13. f: 2~ In(]sin(z)|)
“ 9. f:ax—In(|z+1|)
S frre g 10. f:2— In(|z] +1)

Exercice 2 (Fonctions usuelles et simplification)
Simplifier (si une simplification est possible...) les écritures suivantes (ot x est un réel tel que I'expression
a un sens) :

L |2?+ 2+ 1| 6 In (L) 9. n(25) — In(2) + In 1
2. Va? Ve o

3. VaZ— 2z + 1 7 n(2)-2n3 10, 1B(25)
4
5

. In(e?) . ﬂﬂ(\/ﬁy 111(15)
. ln(\/E) ’ \/3—2 11. ezealn(4m)—m

Exercice 3 Soit f une fonction définie sur R. Traduire les phrases suivantes avec des quantificateurs :

1. La fonction f s’annule au moins une fois.
2. La fonction f est la fonction nulle.
3. La fonction f s’annule une seule fois sur I'intervalle [0; 1].

4. La fonction f s’annule au moins deux fois sur R.

Exercice 4 Soit 7 un triangle. On considére les propositions suivantes :

A : T est un triangle rectangle.

B : le carré de la longueur du plus grand coté est la somme des carrés des longueurs des deux plus
petits.

Pythagore a proposé les résultats suivants :

Th : Aux triangles rectangles, le carré du coté qui soutient I’angle droit, est égal aux carrés des deux
autres cOtés.

R : Si le carré de 'un des cotés d’un triangle est égal aux carrés des deux autres cotés, 'angle entre
ces cOtés est droit.

1. Traduisez le théoréme Th et sa réciproque R en fonction des propositions A et B.

2. Soit ABC un triangle tel que AB = 3, AC' = 4 et BC = 6. Laquelle des deux propositions de
Pythagore utiliseriez-vous pour dire que ABC' n’est pas rectangle ?

Exercice 5 Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction définie sur I a valeurs réelles.
Que signifient les assertions suivantes pour cette fonction ?

1. 3CeR,Vx e, f(z)=C. 6. Iy e R,Ve e I,y = f(x).
2. Ve el f(r)=0=x=0. 7.z e l,Vy e Ry = f(x).
3. Veel,Vyel,x<y= f(x) < f(y). 8. Ve e l,AM € R, f(x) < M.
4. NVrelVyel, flx)=fly) = z=uy. 9. IM e R,Vx € I, f(z) < M.
5. Ve e I,AC € R, f(x) = C. 10. VM e R, 3z € I, f(z) < M.



Exercice 6 Soient E et F' deux intervalles et soit une fonction f : E — F. Expliquer ce que signifient
les assertions ci—dessous puis :

1. Donner la négation de chacune des proposi- 2. Ecrire la contraposée des implications sui-
tions suivantes : vantes :
A: YyeFdreFE f(z)=uy. P: z>a= f(z)> 0.
B: IM eR.,VzeR, |f(z)] < M. Q: aeA=a<1.
C: Vo,ye B, (f(x) = fly) = (x=y). R: Vo,y € B, (x#y) = (f(z) # f(y)

Exercice 7 Ecrire les relations suivantes a I'aide des symboles =, <= ou <. Dire lesquelles de ces pro-
positions sont vraies pour tout z € R.

1. Pour que x soit supérieur ou égal a 0, il faut que x soit strictement supérieur a 1.
2. Pour que z soit supérieur ou égal a 0, il suffit que x soit strictement supérieur a 1.
3. Pour que z? soit supérieur ou égal & 4, il est nécessaire que x soit supérieur a 2.

4. x® est supérieur ou égal a 1 si et seulement si  est supérieur ou égal a 1.

Exercice 8
Utilisez un raisonnement par contraposition pour montrer que pour tout n € N, si n? est pair, alors n est
pair également.

Exercice 9 (quelques récurrences)
1)(2 1
1. Montrez que pour toutnEN*,1+22+32+‘__n2:n(n+ 23( n+ )

2. On définit la suite (S")neN par So = 0 et, pour tout n € N, S,,,1 =5, + 2n. Calculer Sy, Sy, S5 et
montrer que, pour tout n € N, S, = n(n —1).

Un+1 + 4un

. Déterminez
3Upt1 + 2uy,

3. Soit la suite (u,) définie par ug = u; = 1 et pour tout n > 0 par u,,o =

la valeur de la suite u,, en fonction de n.

4. Soit <Un)nEN la suite définie par vy = 0, v; = 4 et, pour tout n € N, v,.9 = v,1 + 3v,,. Calculer
vy, v3 et montrer que :  Vn € N, v, < nb".

5. On considére la suite (wn)neN définie par wy = 0, w; = 1, wy = 2 et, pour tout n € N,
Wpy3 = Wpao + 2wy 1 + 3w,. Montrer que : Vn e N, 0<w, <3".

Exercice 10 Ecrire les sommes suivantes a I’aide du symbole ) :

Loy +y + 22+ y2 + 23 + ys. 3. 2o+ To+ x4+ ...+ Top.
2. 41’1 —+ 4?[72 —+ 41['3 + ...+ 45(:71 —+ 4[En+1. 4 Tp + Tn+1 4+ ...+ Ton—1 + Top-

Exercice 11 Calculer les sommes suivantes :
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Exercice 12 Transformer les sommes suivantes sous la forme proposée entre parenthéses :
O

9 n O
1. Zap+4 (forme : Zaj). 4. anfk (forme : Z:L‘k)
k=0 k=0

p=0 j=0

5 5 o 5 o
2. Z boy + Z bejt1 (forme : Z b;). 5. z;p aP (forme x z; Ox?).
k=0 =0 =0 p= 9=

8 6 O
3. Zak + ij_l (forme : Zag + bn).
=3 =1 i=0

Exercice 13 Soit (u,) une suite de nombres réels. Soit m et M deux entiers. On appelle somme télésco-
pique toute somme de la forme

M

Z (Uk+1 - Uk)

k=m
M
1. Montrez que E (Uk+1 —uk) = Up+1 — Um

k=m

- 1
2. Soit S, = Z N
—~ k(k+1)

a) Déterminez deux nombres réels A et B (fixés) tels que, pour tout k € N*,

1 A B

EFD  E R+l

b) En déduire S,

n
Exercice 14 Soit ¢ € R et pour tout n € N, on pose S5,, = Z ¢". On se propose de démontrer la formule
k=0
du cours sans utiliser de récurrence.

1. Calculez S, pour ¢ =1
2. On suppose maintenant g # 1.

a) En faisant apparaitre une somme télescopique, calculez (1 — ¢)S,
1 — qn+1

b) En dédui 1 b=
) En déduire que pour g # ,onan -

k=0
n

n
3. Exprimez en fonction de n la somme Z ¢, puis Z ¢* pour tout p < n.
k=1 k=p
4. Calculez les sommes doubles suivantes :

S:ii?“ etT:iiQij

i=0 j=1 Jj=0 i=j

Exercice 15 Ecrire les produits suivants a ’aide du symbole [] :

1. 2x4x6x8x...x(20)

2. cos(z) cos(2x) cos(3z) X ... x cos(nx)

3.3 3
3. Ay, .-Gy

4 (X —a)" (X —a)(X —ag)™ ... (X —ap)™



Exercice 16

n n
Qg ag Af+1 An41
1. Montrez que H = et H = .
a a a a
i Gkt ntl g Gk 0

- 1 - 1
2. En déduire les valeurs de P, = H (1 — E) et de P, = H (1 — E)

k=2

Exercice 17 Calculer les quantités suivantes :
" /n _ n " /n
Sy = Sy = (—1)* Sy = *
=20 =2l S-S0
k=0 k=0
Exercice 18 Soient a et b € R. Montrer que pour tout entier positif n on a :

n—1

a®—b" = (a—0) Z a"pn IR,

k=0
Ezxercices supplémentaires, non corrigés en classe
Exercice 19 Pour n € N, calculer :
kE+1

Exercice 20 Soient n, p € N avec p < n. Montrer que :

S ()00 -=2()



